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where ( )kA t′  is the polynomial corresponding to the multiple roots of the differential equation considered; 
– development of the efficient methods for solving the secondary problem; 
– improvement of the algorithms aimed at reducing the number of the measurements required; 
– construction of the error correction algorithms providing the improvement in accuracy while reducing the infor-
mation retrieval time. 
Studying these points provides a sufficient solution for a wide range of practical problems. 
 
Conclusions. In this paper a mathematical substantiation and computational formulae of an innovative finite-step 
computational method are presented. The algorithm developed is efficient for solving both main and secondary prob-
lems. When solving such problems for specific systems their respective features need to be taken into account, which es-
sentially improves the accuracy of the results as well as the processing time. The results and computational formulae 
proposed can be used for solving similar problems of identification of various automatic control systems. 
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Є. Л. ХУРДЕЙ 
ТЕОРІЯ ПОБУДОВИ ОПЕРАТОРІВ ІНТЕРПОЛЯЦІЇ ІЗ ЗАДАНИМИ ПРОЕКЦІЯМИ 
Оператори апроксимації функції двох змінних, що інтерполюють її своїми проекціями по M  непаралельних прямих, недостатньо досліджу-
валися в науковій літературі. У той же час ця теоретична проблема викликає практичний інтерес, коли дані проекцій (інтеграли вздовж лі-
ній)виходять із компактного сканера томографії. У роботі побудований оператор інтерполяції, який точно відновлює поліноми степеня 
1M − . Метод досліджувався для випадку системи взаємно перпендикулярних прямих та для трьох непаралельних перетинних прямих (сто-
рін трикутника). Знайдено інтегральне представлення залишкового члена наближення диференційовних функцій отриманими операторами. 
Запропонований метод дозволяє розширити теорію та практичне застосування комп’ютерної томографії. 
Ключові слова: компʼютерна томографія, оператори інтерполяціі з відомими проекціями, залишок наближення, апроксимація, проек-
ції вздовж ліній. 
Е. Л. ХУРДЕЙ 
ТЕОРИЯ ПОСТРОЕНИЯ ОПЕРАТОРОВ ИНТЕРПОЛЯЦИИ С ЗАДАНЫМИ ПРОЕКЦИЯМИ 
Операторы аппроксимации функции двух переменных, которые интерполируют ее своими проекциями по M  непараллельных прямых, не-
достаточно исследовались в научной литературе. В то же время эта теоретическая проблема вызывает практический интерес, когда данные 
проекции (интегралы вдоль линий) выходят из компактного сканера томографии. В работе построен оператор интерполяции, который точно 
восстанавливает полином степени 1M − . Метод исследовался для случая системы взаимно перпендикулярных прямых и для трех непарал-
лельных пересекающихся прямых (сторон треугольника). Найдено интегральное представление остаточного члена приближения дифферен-
цируемых функций полученными операторами. Предложенный метод позволяет расширить теорию и практическое применение компьютер-
ной томографии. 
Ключевые слова: компьютерная томография, операторы интерполяции с известными проекциями, остаток приближения, аппрокси-
мация, проекции вдоль линий. 
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Y. L. KHURDEI 
THEORY OF CONSTRUCTION OF OPERATORS OF INTERPOLATION WITH PREDETERMINED 
PROJECTIONS 
Operators of approximation of the functions of two variable, interpolating the functions by their projections along M  nonparallel lines, were not suf-
ficiently considered in the scientific literature. At the same time, this theoretical problem bas a strong practical interest when the given projections (i -
tegrals along lines) come from a compated tomography scanner. The paper constructs the interpolation operator which exactly restores the polynomials 
of degree 1M − . The method was investigated for a system of mutually perpendicular lines and for three nonparallel intersecting lines (side of a trian-
gle). An integral representation of the residual memb r of the approximation by the obtained operators f r differentiable functions is found. The pro-
posed method allows in expand theory and practical app ications of computed tomography. 
Key words computer tomography, operators of interpolation with known projections, remainder of the approximation, perators of interpola-
tion, projections among lines. 
Вступ. Пропонується і досліджується теорія побудови операторів наближення функцій двох змінних, які 
інтерполюють функцію в точках перетину M  ( 3M ≥ ) непаралельних прямих, ніякі три з яких не перетинають-
ся в одній точці і мають задані значення проекцій (інтегралів вздовж вказаних M  прямих). Вважаються відоми-
ми лише вказані проекції, які можуть надходити з комп’ютерного томографа. Невідомі інтерполяційні дані зна-
ходяться з умови: побудований оператор повинен точно відновлювати всі поліноми степеня 1 ( 3)M M− =  або 
знаходяться з умови мінімуму побудованого оператора в нормі 2L  методом найменших квадратів. Метод дос-
ліджувався для випадку системи взаємно перпендикулярних прямих та для трьох непаралельних перетинних 
прямих (сторін трикутника). Знайдено інтегральне представлення залишкового члена наближення диференційо-
вних функцій отриманими операторами. Метод допускає узагальнення на випадок M  груп перетинних прямих, 
в кожній групі всі прямі паралельні. 
 
Аналіз останніх досліджень. У відомих авторам публікаціях, присвячених методам розв’язання задачі 
комп’ютерної томографії, [1 – 3] досліджуються методи, основані на використанні прямого та оберненого пе-
ретворення Радона, прямого метода Фур’є тощо. 
В працях [4] та [5] запропоновано конструктивний підхід до побудови операторів наближення функцій 
двох змінних за допомогою відомих їх проекцій вздовж заданої системи прямих. В цих роботах сформульовано 
загальний підхід до побудови операторів інтерполяції функції двох змінних в системі точок перетину M  пря-
мих, які мають задані значення проекцій і задані значення наближуваної функції в точках перетину цих прямих. 
В роботі [5] цей метод був досліджений для випадку, коли система прямих є взаємно перпендикулярною. В 
роботах [6] та [7] досліджено випадок трьох непаралельних перетинних прямих та випадок системи M  пере-
тинних прямих ніякі три з яких не перетинаються в одній точці. 
В роботі [8] вперше запропоновано і досліджено метод наближення функцій двох змінних за допомогою 
операторів, що використовують лише проекції вздовж трьох сторін трикутника. 
 
Постановка задачі. В даній роботі досліджується метод побудови операторів інтерполяції із заданими 
проекціями вздовж вказаних M  непаралельних прямих, ніякі три з яких не перетинається в одній точці. Вперше 
пропонується загальний підхід до вибору невідомих інтерполяційних значень наближуваної функції в точках ін-
терполяції, які є точками перетину вказаних прямих. Критерій полягає в наступному: оператор наближення, по-
будований за допомогою інтерполяційних даних в точках перетину вказаної системи прямих та проекцій вздовж 
цих прямих, повинен точно відновлювати довільні поліноми 1 ( 3)M M− =  степеня від двох змінних. 
 
Теорія побудови операторів інтерполяції функції ( , )f x y  в точках перетину M  непаралельних пря-
мих, ніякі три з яких не перетинаються в одній точці і мають задані проекції вздовж вказаної системи 
прямих. 
Нехай задано область 2 *, , , 1,k kD R diamD Г D Г k M⊂ < ∞ = ∩ ≠ ∅ = . Нехай функція ( , )f x y  має такі вла-
стивості: ( , ) ( ),  supp( )f x y C D D f∈ = . Розглянемо M  непаралельних прямих, які описуються рівняннями 
: ( , ) 0k k k k kГ x y x yω α β ϕ≡ ⋅ + ⋅ − = , 1,k M= , 
2 2 1k kα β+ = . 
Будуємо оператор 1 ( , )ML f x y , який інтерполює ( , )f x y  в точках 
* *( , )pq pq p qX Y Г Г∈ ∩ , , 1,p q M= , p q≠  
у вигляді: 
1 1
1 ( , ) ( , ) ( , )
M M
M kl kl kl
k l
l k
L f x y f X Y h x y
= =
<



















= ∏ . 
Лема 1. Оператор 1 ( , )ML f x y  інтерполює кожну неперервну функцію ( , )f x y  у точках ( , )pq pqX Y , 
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, 1,p q M= , p q≠ : 
1 ( , ) ( , )M pq pq pq pqL f X Y f X Y= , , 1,p q M= , p q≠ . 
Доведення. 
Дійсно, підставивши у формулу (1) pqx X= , pqy Y= , отримаємо 
1 1
1 ( , ) ( , ) ( , ).
M M


























= ∏ , та якщо j p=  або j q= , то ( , ) 0j pq pqX Yω = . Тобто, лише 
при k p= , l q=  ( , ) 1kl pq pqh X Y = . 
Тому, , ,
1 1
1 ( , ) ( , ) ( , )
M M








= ∆ ∆ =∑∑ , де ,i j∆  – символ Кронекера.
 
Отже, 1 ( , ) ( , )M pq pq pq pqL f X Y f X Y= , , 1,p q M= , .p q≠  
Лема 1 доведена. 




































.                                                  (2) 
Лема 2. Оператор 2 ( , )ML f x y  має такі властивості: 
2 ( , ) 0, , 1, , .M pq pqL f X Y p q M p q= = ≠  
Доведення. 




































, бо у випадках k p=  або k q= , маємо 
( , ) 0k pq pqX Yω = . Тобто 
1








=∏ , 1, ...,j M= . 
Отже, 2 ( , ) 0M pq pqL f X Y = , , 1,p q M= , p q≠ .  
Лема 2 доведена. 
 
Побудова операторів інтерполяції функції двох змінних на системі точок перетину M  непаралельних 
прямих, ніякі три з яких не перетинаються в одній точці і мають задані проекції вздовж вказаної системи 
прямих. 
Введемо позначення: 
( , ) 1 ( , ) 2 ( ( , ) 1 ( , ))M M M ML f x y L f x y L f x y L f x y= + − .                                          (3) 
Теорема 1. Оператор ( , )ML f x y  має такі властивості: 
1. ( , ) ( , ), , 1, ,M pq pq pq pqL f X Y f X Y p q M p q= = ≠ ; 
2.
* *




L f x y ds f x y ds j M= =∫ ∫ . 
Доведення. 
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1. З леми 1 витікає, що 1 ( , ) ( , )M pq pq pq pqL f X Y f X Y= . Тому,  
( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) 2 1 ( , ) ( , ) 2 ( , )M pq pq M pq pq M pq pq M M pq pq pq pq M pq pqL f X Y L f X Y L f X Y L L f X Y f X Y L f X Y= + − = + −  
2 ( , ) ( , ), , 1, , .M pq pq pq pqL f X Y f X Y p q M p q− = = ≠  
Таким чином, перше твердження теореми 1 доведене. 
2. Для доведення твердження 2 теореми, звертаємо увагу на те, що при інтегруванні функції 
2 ( ( , ) 1 ( , ))M ML f x y L f x y−  по прямій 
*
jГ  всі доданки, крім доданка при k j=  будуть дорівнювати 0. Тому 
( )
* *
( , ) 1 ( , ) 2 ( ( , ) 1 ( , ))
j j
M j M M M j
Г Г







1 ( , ) ( ( , ) 1 ( , ))
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iM Г
i k



























































* * * *
1 ( , ) ( , ) 1 ( , )) ( , ) , 1,
j j j j
M j k M j j
Г Г Г Г
L f x y ds f x y ds L f x y ds f x y ds j M= + − = =∫ ∫ ∫ ∫ . 
Теорема 1 доведена. 
Лема 3. Будь-який поліном ( )1M −  – го степеня з властивостями 1( , ) 0M pq pqP X Y− =  може бути однозна-
чно представлений у вигляді 1
1 1
2 ( , ) ( , )
MM
M M k i
k i
i k
L P x y a x yω−
= =
≠
=∑ ∏ , де ka  – коефіцієнти полінома 1( , )MP x y− . 
Доведення. 
Оскільки всі прямі перетинаються одна з одною і в одній точці не перетинається більше ніж дві прямі, то 










∏  знайдеться такий множ-
ник ( , )p x yω  або ( , )q x yω , який дорівнює 0 в точці ( , )pq pqX Y . 
Для доведення того, що існують ka , 1,k M=  не рівні 0 одночасно, знайдемо їх із системи  
* *
2 ( , ) ( , ) , 1, ...,
j j
M j j j
Г Г
L f x y ds f x y ds j Mγ= = =∫ ∫ ; 
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Нехай 1( , ) ( , )Mf x y P x y−=  и з умови теореми 1
1 1
2 ( , ) ( , )
MM
M M k i
k i
i k
L P x y a x yω−
= =
≠




2 ( , ) ( , ) ( , )
j j j
M MM
M M j k i j j i j j
k i i
Г Г Г
i k i j
L P x y ds a x y ds a x y dsω ω γ−
= = =
≠ ≠
= = =∑ ∏ ∏∫ ∫ ∫ , 




















 1,j M= . Ця рівність є очевидною, якщо 
* 1











ємо, що ( , )f x y  є фінітною такою, що supp ( , )f x y D=  і кожна пряма kГ  перетинає цю область так, що коорди-
нати точок 
min min
( , )k kX Y , max max( , )k kX Y  задовольняють умові 
* 1










≠∏∫ .  
Зауваження. Для випадку 3M =  доведення того, що 
* 1










≠∏∫  очевидне, якщо інтегрувати 
вздовж сторін трикутника. 
Лема 3 доведена. 
Теорема 2. Кожний поліном степеня ( )1M −  може бути однозначно представлений за допомогою M  
проекцій вздовж M  прямих jΓ , 1,j M=  і за допомогою 
2
1MC −  інтерполяційних даних в точках перетину цих 
прямих.  
Доведення.  















C C− + +
+








= =  коефіцієнтів. 
Тоді формула для полінома ( , ) 1 ( , ) 2 ( ( , ) 1 ( , ))M M M ML f x y L f x y L f x y L f x y= + −  буде поліномом степеня 
1M − . 
Поліном 1 ( , )ML f x y  є поліномом ( 2)M − -го степеня з властивостями 1 ( , ) ( , ),ML f x y f x y≡  
2( , ) Mf x y P −∀ ∈ , де 2
0 2
,i jM ij ij
i j M
P a x y a−
≤ + ≤ −
  = ∈ 
  





1 ( , ) ( , ) ( , )
M M
M M M rs rs rs
r s r





















= ∏ . Ці функції є 






−=  точках перетину M  прямих, ніякі три з яких не перетинаються в одній точці. Оскільки, 
2 ( 1) 1 2 ( 1)
2 2 2M
M M M M M M
С M M M
− − + + + = + = = 
 


























 створюють повну лінійно незалежну систему поліномів степеня 1.M≤ −  
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Розглянемо функцію * ( , ) 2 ( ( , ) 1 ( , ))M M ML f x y L f x y L f x y= − , яка має властивості: 
1. Ця функція є поліномом степеня 1M − ; 
2. * 22 ( , ) 0M M rs rsL P X Y− = , , 1,r s M= , r s≠ . 
Згідно з припущенням леми 3, поліном *2 ( , )ML f x y  однозначно може бути знайдений за допомогою M  





































оскільки за припущенням 
* 1











Звідси отримаємо: ( , ) 1 ( , ) 2 ( ( , ) 1 ( , ))M M M ML f x y L f x y L f x y L f x y= + −  задовольняє всі необхідні властиво-
сті теореми. 
Теорема 2 доведена. 
 
Інтегральне представлення залишку наближення. 
Теорема 3. Якщо ( , )f x y  належить до класу ( )M Dℂ , supp ( , )D f x y= , то похибка наближення 
( , ) ( , ) ( , )MRf x y f x y L f x y= −  може бути представлена в інтегральній формі 
1 1( , ) ( , ) ( ( , )),M M MRf x y r f x y L r f x y− −= −  
де 1 ( , )Mr f x y−  – похибка наближення ( , )f x y  в інтегральній формі. 





( , ) ( , ) ( ( ), ( ))
( 1)!
M M
M pq pq pq pqM
t




∂ −= + + − + − ⋅
−∂∫
, 
де ( , )1
0 1
( ) ( )






x X y Y
T f x y f X Y
r s− ≤ + ≤ −
− −
= ∑  – поліном Тейлора степеня ( 1)M −  розкладу фун-
кції ( , )f x y  в околі точки ( , )pq pqX Y .Враховуємо, що 1 ( , )MT f x y−  є поліномом Тейлора функції ( , )f x y  степеня 
( 1)M − , а оператори ( , )ML f x y  точно відновлюють всі поліноми степеня ( 1)M − . Згідно з лемою можемо на-
писати наступну низку рівностей: 
1 1 1 1( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )]M M M M M MT f x y r f x y L T f x y L r f x y− − − −= + − + =  
1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )M M M M M MT f x y r f x y L T f x y L r f x y− − − −= + − − =  
1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )M M M M MT f x y r f x y T f x y L r f x y− − − −= + − − =  
1 1( , ) ( , ).M M Mr f x y L r f x y− −= −  
Теорема 3 доведена.  
 
Приклад. 
Розглянемо трикутник з вершинами 1 2 3
3 3
( ,0), , , ,
2 2 2 2
R R R R
A R A A
   
− − −      
   
 і рівняннями сторін (рис. 1): 
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
12 12 1 2 1 1 2 1
23 23 2 3 2 2 3 2
13 13 1 3 1 1 3 1
: ( , ) 0;
: ( , ) 0;
: ( , ) 0.
Г x y x X Y Y y Y X X
Г x y x X Y Y y Y X X




= − − − − − =
= − − − − − =
= − − − − − =
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Рис. 1 – Задана система прямих на трикутнику. 
 
Введемо позначення: 31 ( , ) 1 ( , ),L f x y L f x y= та 32 ( , ) 2 ( , ).L f x y L f x y=  
Будуємо оператор 1 ( , )L f x y , який інтерполює ( , )f x y  у вершинах трикутника ( , ), 1,3X Y kk k = у вигляді: 
( , ) ( , ) ( , )23 13 121 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 1 2 2 3 3( , ) ( , ) ( , )23 1 1 13 2 2 12 3 3
 
x y x y x y
L f x y f X Y f X Y f X Y
X Y X Y X Y
ω ω ω
ω ω ω
= ⋅ + ⋅ + ⋅ ; 
( , ) ( , ) ( , ) ( , )23 31 12 312 ( , ) ( , ) ( , )12 23( , ) ( , ) ( , ) ( , )23 31 12 12 31 2312 23
12 23
x y x y x y x y
L f x y f x y ds f x y ds
x y x y ds x y x y dsГ Г
Г Г
ω ω ω ω
ω ω ω ω
= ⋅ + ⋅ +∫ ∫
∫ ∫
 
( , ) ( , )12 23 ( , ) 31( , ) ( , )12 23 31 31
31
x y x y
f x y ds








( , ) 1 ( , ) 2( ( , ) 1 ( , )).Lf x y L f x y L f x y L f x y= + −  
Перевіримо властивості оператора ( , )Lf x y : 
1. ( , ) ( , ), 1,3;i i i iLf X Y f X Y i= =  




Lf x y ds f x y ds=∫ ∫  
1. Підставимо у формулу ( , )Lf x y  точку ( , ), 1,3i iX Y i = . Отримаємо 
( , ) 1 ( , ) 2( ( , ) 1 ( , )) 1 ( , ) 2 ( , ) 2 1 ( , )i i i i i i i i i i i i i iLf X Y L f X Y L f X Y L f X Y L f X Y L f X Y L L f X Y= + − = + − =
 ( , ) 2 ( , ) 2 ( , ) ( , ), 1,3i i i i i i i if X Y L f X Y L f X Y f X Y i= + − = = . 
Таким чином, перша властивість доведена. 
2. Розглянемо інтеграл 
( )( , ) 1 ( , ) 2( ( , ) 1 ( , )) 1 ( , ) 2( ( , ) 1 ( , ))
ij ij ij ij
ij ij ij ij
Г Г Г Г
Lf x y ds L f x y L f x y L f x y ds L f x y ds L f x y L f x y ds= + − = + − =∫ ∫ ∫ ∫  




L f x y ds L f x y ds L L f x y ds= + − =∫ ∫ ∫  
1 ( , ) 2 ( , ) 1 ( , ) 2 ( , ) ( , )
ij ij ij ij ij
ij ij ij ij ij
Г Г Г Г Г
L f x y ds L f x y ds L f x y ds L f x y ds f x y ds= + − = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ , 
{ }( , ) (1,2), (2,3), (3,1)i j = . 
Перевіримо, що ( , ) ( , )Lf x y f x y≡ для всіх 2( , ) .f x y P∈  
Побудуємо оператор 1 ( , )L f x y у вигляді: 
23 31 12
2 2 1 1 2 2 2 2 3 3
23 1 1 31 2 2 12 3 3
( , ) ( , ) ( , )
1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )
x y x y x y
L P x y P X Y P X Y P X Y
X Y X Y X Y
ω ω ω
ω ω ω
= + + . 
Цей поліном має властивості: 
2 21 ( , ) ( , ), 1,3k k k kL P X Y P X Y k= =  
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Поліном *2 2 2( , ) ( , ) 1 ( , )P x y P x y L P x y= −  є поліномом другого степеня з властивостями 
*
2 ( , ) 0,k kP X Y =  
1,3k = . Згідно з лемою 3, кожний такий поліном 2-го степеня може бути однозначно виражений формулою: 
23 13 12
13 12 12 23 23 13
2 23 13 12
13 12 23 12 23 13 23 13 12
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
Г Г Г
x y x y x y x y x y x y
P x y
x y x y ds x y x y ds x y x y ds
ω ω ω ω ω ωγ γ γ
ω ω ω ω ω ω
= ⋅ + ⋅ + ⋅
∫ ∫ ∫
. 
Таким чином, оператор інтерполяції функції ( , )f x y  в вершинах трикутника ( , ), 1,3k kX Y k=  із заданими 
проекціями вздовж кожної сторони трикутника може бути представлений у вигляді: 
23 13 12
1 1 2 2 3 3
23 1 1 13 2 2 12 3 3
( , ) ( , ) ( , )
1 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )
x y x y x y
L f x y f X Y f X Y f X Y
X Y X Y X Y
ω ω ω
ω ω ω
= + + ; 
( , ) 1 ( , ) 2( ( , ) 1( , )).Lf x y L f x y L f x y L x y= + −  
Отже, ( , ) ( , )Lf x y f x y≡ для всіх 2( , ) .f x y P∈  
 
Висновки. В даній статті для випадку наближення функції 2-х змінних за допомогою відомих проекцій – 
інтегралів вздовж заданої системи M  прямих, ніякі три з яких не перетинаються в одній точці і серед яких не-
має паралельних та інтерполяційних даних в точках перетину вказаної системи прямих, запропоновано в методі 
побудови інтерполяційних операторів невідомі інтерполяційні дані знаходити з умов, щоб оператор наближення 
точно відновлював всі поліноми степеня ( 1)M − . Всі результати сформульовані і доведені у вигляді лем та тео-
рем. Доведена теорема про те, що кожний довільний поліном степеня ( 1)M −  від двох змінних однозначно мо-
же бути представлений за допомогою лише M  проекцій вздовж заданої системи прямих, якщо в ньому всі інші 
невідомі коефіцієнти у кількості 2 2( )MC M+ −  вибираються з умови, щоб отриманий оператор ( , )ML f x y  точно 
відновлював всі поліноми степеня ( 1)M − . Знайдено інтегральне представлення залишку наближення M  раз 
неперервно диференційовної функції 2-х змінних побудованими операторами. 
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